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16. La magica formula analitica de r(x)

Solamente los infinitos ceros no triviales de la funcion {(s) de
Riemann saben donde estdn los infinitos niimeros primos.

José Luis Pérez (Barcelona, 1957).
(Esta vez la cita es mia, con perdén.)

En este capitulo vamos a conocer la formula analitica que encontrd
Riemann para (x) en su articulo de 1859. Este era el final de su trabajo. Un final,
si, aunque quedaron muchas preguntas sin respuesta, como veremos en lo que
queda de este libro.

Le adelanto a los lectores que, en la dltima parte de su articulo, Riemann usé unas
matemadticas verdaderamente complicadas. Mucho mds de lo visto hasta ahora,
sabiendo, ademas, que ya he omitido bastantes desarrollos por su complejidad,
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sustituyéndolos por exposiciones mds bien literarias. Por ello, y para hacer las
cosas comprensibles, tendré que exponer conclusiones acabadas, para las que los
lectores deberén tener fe, pues me saltaré muchos pasos.

2.  Adaptacion de J(x). Lo primero es volver a la funcién J(x), y hacer en ella
un sutil cambio. En la figura 16-1 vuelvo a presentarla, y la dibujo desde x = 0
hasta x = 34. Fijarse que, en los puntos donde la funcion tiene un salto, he
dibujado ademads una marca, que cae exactamente en la mitad de ese salto.

J()

14

12

10 a

Figura 16-1
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(Qué quiero significar con ello? Pues que la funcién J(x) valdrd, en cada salto, la
media de su valor anterior y de su valor posterior. Por ejemplo, /(10,99) =
5,33333..., y J(11,01) = 6,33333..., por lo que, justo en el salto, hago que
J(11) = 5,83333 ... ;Y por qué hago esto? Pues porque hace falta para que las
matemadticas que veremos a partir de ahora funcionen. Es un pequefio cambio que
no desvirtda la naturaleza de J(x).

(Coémo escribir mateméaticamente este pequefio cambio? Pues volviendo a la
definicion original de J(x), vista en la expresion 15-1 del anterior capitulo, a base
de contar primos y potencias de primos ponderadas. De la siguiente manera:

1 1 1
J0=3| 27+ X5
p<x pi<x
En esta expresion se hace patente el hecho de que, a la izquierda del salto, se
cuentan primos y potencias de primos hasta p™ < x, mientras que, a la derecha,
se cuentan hasta p™ < x. La suma de ambas cantidades, dividida por dos, nos da

el valor de J(x) justo en el salto. Més adelante comentaré por qué ha hecho falta
este ligero cambio.

3. La férmula analitica para J(x). Partamos de dos importantes resultados
vistos en el dltimo capitulo, que involucran a la funcién £(s):

£(s) = 1=5/2(s — DI(s/2 + DI(s) y &(s) = £(0) 1_[ (1 - f—))
p

Puedo sacar logaritmos en ambas expresiones, y obtengo las dos siguientes:

logé(s) = —glogn +log(s — 1) +logI'(s/2+ 1) +log{(s)
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log&(s) = log&(0) + Z log (1 - %)
p

pues el logaritmo de los productos se ha convertido en sumas de logaritmos.

Ahora igualo las dos expresiones de log £(s):

S
—Elogn +log(s — 1) +logl'(s/2+ 1) +log{(s)

= log £(0) +Zlog<1 —%)
p

y despejo log {(s), que es lo que nos interesa:

log {(s) = log&(0) + Zlog (1 — %) + %logn —log (s —1)
p

—logl'(s/2+ 1)

(Qué nos dice esta expresion? Pues que log {(s) depende de cinco términos. El
primero es una constante que vale log&(0) =log(1/2) = —0,693147, con 6
decimales. El segundo término es curioso: involucra, mediante una suma infinita,
a todos los ceros no triviales de {(s). Veremos que esto trae importantes
consecuencias. Los tres ultimos términos tienen cada uno una dependencia
diferente de s, que resulta clara, pues ya conocemos las funciones de las que
dependen.

Ahora es el momento de volver a la expresion para log {(s), vista en la expresion
15-6 del anterior capitulo:

(e @)

log¢(s) j](x) cx STl dx

S
x=0
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Y llegamos a la hora de la verdad: Riemann, mediante un aparato matemaético que
cae fuera del alcance de este libro (andlisis de Fourier), logré despejar de la
anterior expresion la funcion J(x), y la escribié en términos de una integral en la
que aparecia log {(s). Cuando digo despejar, lo pongo en cursiva, claro, pues no
se trata de un vulgar despeje, sino de una operacién complicada, con muchas
derivadas e integrales de variable compleja. Riemann, simbdlicamente, consiguid
hacer lo siguiente:

J(x) = funcién ( f log ¢ (s))

Y como acabamos de ver que log {(s) se compone de cinco términos, resulta que
también J(x) se compondrd de otros tantos. Uno de ellos, sin embargo, el debido
a (s/2)logm, desaparece en los desarrollos matematicos, quedando solo cuatro.

Presento a continuacion la solucién a la que llegé Riemann, tras mucho desarrollo,
para J(x), y que era el principal resultado de su articulo:

e}

d
J@ =L = Y ) + L+ [ o

Im[p]>0 t=x

ogt + log £(0)

Expresion 16-1

PARA SEGUIR LEYENDO PUEDE COMPRAR EL LIBRO EN TAPA DURA
EN LOS ENLACES SENALADOS EN ESTA WEB. MUCHAS GRACIAS
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